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L'ordinateur calcule ce qu’on lui demande de calculer : une leslidence. Et pourtant : tout est-
il calculable ? Supposons que I'on vous demande de calculer la valeur du mille neltreradiombre
premier. Vous &épondrez vraisemblablement,aejuste titre, que vous savez le faire, mais que, pour
reussir, vous exigerez quelque menue monnaie : de quoi acheter, installer, et faire fonctionner pen-
dant quelques mois une belle machine, comme un Cray.

Maintenant, le rBme« onx» vous propose, de son sourire diabolique, dmdntrer par le calcul
le dernier tieoreme de Fermat. Il est simple Pour toutn < 2, l'identité ™ + y™ = 2", ouz, y, et
z sont entiers, n'a pas de solutien

Intuitivement, et pas seulement parce que traslsis n'ont pasésolu la question, vous sentez
que l'ordinateur ne vous est d’aucun secours. Le @olel de Fermat est-il calculable ou non? Nul
n’en sait rien.

Et voici le probEme de MU. Consigrons un systme qui ne comprend que trois symboles M, |,
et U. MI, MU, MM, UM, IM, IMMU, sont des«chaness valides dans le systme. Un«theoreme»
est une chime que I'on peut dduire d’un«axiomes, c’esta-dire d’'une chine donieea priori, au
moyen dexregless. Une«regle> permet de passer d’'une ¢haa une autre.

Travaux pratiques

— Un axiome : Ml
— Quatre egles :

1. si une chane se termine par I, on peut lui ajouter un U en fin : Ml donne MIU ;

2. d'une chane de type M (ou = est une sous-cliae), on peut faire une chree Mzz : Ml
donne MIlI;

3. si, dans une chiae, on trouve trois | de suite : Ill, on a le droit de les remplacer par un
U : Mlll donne MU

4. si, dans une chipe, on trouve deux U, on a le droit de les abandonner : UUU donne U.

De ces egles, assez proches, si I'on &flechit, de celles de lagprétrie euclidienne, ou de
I'arithmétique classique, on tire facilement quelquesgiiessants toremes, émontrables de plu-
sieurs margéres, comme tout bonébreme.

Exemple :MIU est un tleoreme.

1. de MI (axiome), on tire MIU par laggle 1

2. de MI (axiome), on tire Ml par la&gle 2 puis MIlII toujours par laggle 2 et enfin MIU par
la regle 3.
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Le probEme est alors simple<MU » est-il un tleoreme du sysime ?

N’oublions pas que MU est une dna valide,étant compase de deux symboles du syste.
Les petits malins concluerontéme que MU est d’autant plus valide que, partant de 'axiome Ml,
les regles 1, 2, 3 et 4 ne permettent que d&otbimes commencant par M. Mais cela ne suffit pas,
tout malins qu’ils soienta cemontrer MU.

Que le lecteuré&flechisse : il est possible de programmer une machine pour praduisdées
théoemes.a condition qu’elle travaille aussi longtemps que I'on veut. Ce n’est gaddifficile, il
est possible d’exhiber leathut des productions de la machine en question :
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Quand produira-t-elle le #oeme MU ? La eponse eskjamais», et elle est facilea prou-
ver, a condition d’utiliser un autre sy&ie de production de éoemes, bien connu sous le nom
d’«arithmétiques.

La chane MU comprend@ro |. Zéro est un multiple de 3 (rappelons au passage3que = 0).
Consicerons le nombre de | autoés les egles 1 et 4 les laissent inchand.a egle 3 diminue le
nombre de | de 3, elle ne le change donc pas gaidativisibilite par 3. Laégle 2 double le nombre
de |; comme2n ne peutétre divi€ par 3 que si est divisible par 3, laggle 2 ne produit pas de
multiple de 3. Donc aucunégle ne produit de multiple de 3.

L'axiome MI contient un nombre non multiple de 3 de | : 1. Donc aucu#pime ne peut
contenir de multiple de 3 de I, donc en particulieral. MU n’est donc pas demontrable> dans le
syseme MIU. Simple, n'est-ce pas ? Mais nous avons du avoir reéaesque les maématiques
appellent unk méta-systmes : I'arithmétique classique, qui elle@me posade ses propres axiomes
et regles... avec lesquels il n'est pas possible @dmahtrer certains #oemes sans recouesun
nouveawk méta-sysemes (si MU n’est pas @montrable dans le sgshe MIU, la faussétde MU
n'est pas non plusamontrable, il faudrait pour cela balayer tout I'arbre issu de MI... Or MU, nous
I'avons proue par l'arithnétique, esfaux).

Seule conclusion possible de ce jeu de mirairBinfini : tout ce qui est vrai n’est pas obli-
gatoirement calculable, et de ce qui n’est pas calculable, il est impossible de dire si c’est vrai ou
non.

Mathématiciens, informaticiens, soyons humbles.

Si vous voulez en savoir plus sur leetieme MIU, je vous conseille de lire I'excellent livre de
Douglas Hofstadter’Godel, Escher, Bach - Les brins d’'une guirlandeernellé paru en France
chez InterEditions.
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